
Âòîðîé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð, �Îðëåíîê��2007.

Òðåòèé òóð. Ãðàíä�ëèãà.

22 ñåíòÿáðÿ 2007 ã.

1. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû A è C òðåóãîëüíèêà ABC, ïåðåñåêàåò ñòî-
ðîíû AB è BC â òî÷êàõ D è E, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ω1 è ω2 � îêðóæíîñòè, âïèñàííûå

â òðåóãîëüíèêè APD è CPE, ãäå P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ AE è CD. Îòëè÷íûå îò

ñòîðîí êàñàòåëüíûå ê ω1 è ω2, ïðîâåäåííûå èç òî÷êè B, ïåðåñåêàþò îòðåçêè AE è CD â

÷åòûðåõ òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà îäíîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ðàâíû.

2. Ñåìü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èìåþò ðàâíûå íåíóëåâûå ìîäóëè, à èõ ñóììà, ñóììà èõ

êâàäðàòîâ è ñóììà èõ êóáîâ ðàâíû 0. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ñåìü ÷èñåë ëåæàò â âåðøèíàõ

ïðàâèëüíîãî ñåìèóãîëüíèêà.

3. Ìîæåò ëè ðàçíîñòü êóáîâ äâóõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé áûòü êâàäðàòíûì òðåõ÷ëåíîì,

èìåþùèì êîðíè?

4. Äîêàæèòå, ÷òî âñå öåëûå ÷èñëà ìîæíî ðàñêðàñèòü â òðè öâåòà òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà

÷èñëà, îòëè÷àþùèåñÿ íà m èëè íà n, áûëè ðàçíîöâåòíûìè.

5. Íà ïëîñêîñòè äàíû 3n + 2 òî÷êè, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäîé ïðÿ-

ìîé. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü òàêóþ òî÷êó, ÷òî ñðåäè ðàññòîÿíèé îò íåå äî

îñòàëüíûõ 3n + 1 òî÷åê åñòü õîòÿ áû n + 1 ðàçëè÷íîå.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ íàòóðàëüíûõ n, ÷òî ÷èñëî n! − 1
ñîñòàâíîå.

7. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC, à òî÷êà D � ïåðåñå÷åíèå

âíåøíåé áèññåêòðèñû óãëà A ñ ïðÿìîé BC. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ADM ïå-

ðåñåêàåò âòîðè÷íî ñòîðîíó AC è ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû AB â òî÷êàõ E è F , ñîîòâåòñòâåííî.
Òî÷êà N � ñåðåäèíà EF . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AD è MN ïàðàëëåëüíû.

8. a0, a1, a2, . . . � áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî

ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n òàêèõ, ÷òî 1 + an > an−1
n
√

2.
9. Ðàññòàíîâêà ÷èñåë ±1 â òàáëèöå 2007 × 2007 íàçûâàåòñÿ ìèíèàòþðíîé, åñëè ñóì-

ìà ÷èñåë â ëþáîì êâàäðàòå, ëåæàùåì â òàáëèöå, ðàâíà −1, 0 èëè 1. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî

ìèíèàòþðíûõ ðàññòàíîâîê.

10. Ìèøà íàðèñîâàë íà äîñêå òðåóãîëüíèê ABC è îòìåòèë åãî îðòîöåíòð H. Îêàçàëîñü,

÷òî íà ñòîðîíå AC ñóùåñòâóåò òî÷êà X òàêàÿ, ÷òî XC = XH = XA/2. Õóëèãàí Àíäðåé

ñòåð âåñü òðåóãîëüíèê, êðîìå òî÷åê A è H. Ïîìîãèòå Ìèøå âîññòàíîâèòü åãî ïðè ïîìîùè

öèðêóëÿ è ëèíåéêè.



Âòîðîé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð, �Îðëåíîê��2007.

Òðåòèé òóð. Ïðåìüåð�ëèãà.

22 ñåíòÿáðÿ 2007 ã.

1. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû A è C òðåóãîëüíèêà ABC, ïåðåñåêàåò ñòî-
ðîíû AB è BC â òî÷êàõ D è E, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ω1 è ω2 � îêðóæíîñòè, âïèñàííûå

â òðåóãîëüíèêè APD è CPE, ãäå P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ AE è CD. Îòëè÷íûå îò

ñòîðîí êàñàòåëüíûå ê ω1 è ω2, ïðîâåäåííûå èç òî÷êè B, ïåðåñåêàþò îòðåçêè AE è CD â

÷åòûðåõ òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà îäíîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ðàâíû.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 800 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n íóëåé

1 íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íè ïðè

îäíîì íàòóðàëüíîì n.
3. Ìîæåò ëè ðàçíîñòü êóáîâ äâóõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé áûòü êâàäðàòíûì òðåõ÷ëåíîì,

èìåþùèì êîðíè?

4. Ïðè êàêèõ ïàðàõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (m, n) âñå öåëûå ÷èñëà ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà
öâåòà òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà ÷èñëà, îòëè÷àþùèåñÿ íà m èëè íà n, áûëè ðàçíîöâåòíûìè?

5. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD âûïîëíåíû ðàâåíñòâà AB = BC, CD = DA. Îòðåçêè DK
è BL � âûñîòû òðåóãîëüíèêîâ ABD è BCD, ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ KL
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD.

6. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

sin2 x + cos2 y = y2, sin2 y + cos2 x = x2.

7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 9-çíà÷íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ âñå öèôðû îò 1 äî 9,

òàêèõ, ÷òî âû÷åðêèâàíèåì öèôð èç íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëî 12345, íî íåëüçÿ � 123456?

8. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè ðàâíîâåëèêèõ ïîïàðíî

ðàçëè÷íûõ òðåóãîëüíèêà.

9. Ðàññòàíîâêà ÷èñåë ±1 â òàáëèöå 2007 × 2007 íàçûâàåòñÿ ìèíèàòþðíîé, åñëè ñóì-

ìà ÷èñåë â ëþáîì êâàäðàòå, ëåæàùåì â òàáëèöå, ðàâíà −1, 0 èëè 1. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî

ìèíèàòþðíûõ ðàññòàíîâîê.

10. Ìèøà íàðèñîâàë íà äîñêå òðåóãîëüíèê ABC è îòìåòèë åãî îðòîöåíòð H. Îêàçàëîñü,

÷òî íà ñòîðîíå AC ñóùåñòâóåò òî÷êà X òàêàÿ, ÷òî XC = XH = XA/2. Õóëèãàí Àíäðåé

ñòåð âåñü òðåóãîëüíèê, êðîìå òî÷åê A è H. Ïîìîãèòå Ìèøå âîññòàíîâèòü åãî ïðè ïîìîùè

öèðêóëÿ è ëèíåéêè.


